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1 Ëó÷åâîå ïðèáëèæåíèå ïðè íàëè÷èè äèýëåê-

òðè÷åñêîé ãðàíèöû.

1.1 Êàóñòèêè è ìîìåíò èìïóëüñà ôîòîíà. Ïðèíöèï ëî-

êàëèçàöèè.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðèìåíÿëè ëó÷åâîé ïîäõîä è ìåòîä ýéêîíàëà ê çàêðûòûì ðå-
çîíàòîðàì ñ íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé. Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü
ñ ëó÷àìè â äèýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðàõ [1]. Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé
ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêîãî áåñêîíå÷íîãî ïî z ðåçîíàòîðà ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ n â âàêóóìå. Íà öèëèíäð ïàäàåò ñíàðóæè óçêèé ëó÷ ñâåòà ñ ïðè-
öåëüíûì ðàññòîÿíèåì b (Ðèñ. 1.1). Îí ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ, à ÷àñòè÷íî
ïðîõîäèò â ðåçîíàòîð. Óãîë ïàäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

sin �i = b=a; (1)

ãäå a � ðàäèóñ öèëèíäðà. Âîëíîâîå ÷èñëî ðåçîíàòîðà â îêðóæàþùåì ðåçîíà-
òîð ïðîñòðàíñòâå � k0, èìïóëüñ p = �hk0, ìîìåíò èìïóëüñà � L = �h~L = �hbk0.
Â ñðåäå âîëíîâîå ÷èñëî nk0. Òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû âîëíîâûõ âåê-
òîðîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äîëæíû áûòü ðàâíû: kt = sin �ik0 = sin �tnk0,
îòñþäà ñëåäóåò çàêîí Ñíåëëÿ,

sin �i
sin �t

= n; (2)

à òàêæå ðàâåíñòâî óãëîâ ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ýòî çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà, òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî íå âîçìóùàåòñÿ
ãðàíèöåé.

Ìîìåíò èìïóëüñà ôîòîíà âíóòðè ðåçîíàòîðà L = �hnk0a sin �t = �hk0a sin �i =
�hbk0, òî åñòü ìîìåíò èìïóëüñà ôîòîíà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó â àêñè-
àëüíî ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèè ñîõðàíÿåòñÿ.
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Ðèñ. 1:

Òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà

kt =
~L

�
= k0

b

�
(3)

íåïðåðûâíà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà. Îäíàêî ðàäèàëüíàÿ êîì-
ïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà:

k� =
q
k2 � k2t = �n�k0

s
1�

�
b

�n�

�2

; (4)

èñïûòûâàåò ñêà÷îê íà ãðàíèöå èç-çà ñêà÷êà n� =
�n; �<a
1; �>a .

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå íà êîòîðîå ïîäõîäèò ëó÷ ê öåíòðó �min = ac =
a sin �t = b=n < b îïðåäåëÿåò âíóòðåííþþ êàóñòèêó ðåçîíàòîðà. Âñå ëó÷è,
èñïûòàâøèå îòðàæåíèå âíóòðè ðåçîíàòîðà êàñàþòñÿ ýòîé âíóòðåííåé êàó-
ñòèêè è òàíãåíöèàëüíû ê íåé â îáëàñòè êàñàíèÿ. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà b èã-
ðàåò ðîëü êàóñòèêè äëÿ ëó÷åé ñíàðóæè öèëèíäðà � èõ ïðîäîëæåíèÿ âíóòðü
êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå îáå êàóñòèêè ëåæàò âíóòðè
öèëèíäðà è âîëíû ñ çàäàííûì ìîìåíòîì èìïóëüñà ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòü-
ñÿ âåçäå êðîìå îáëàñòè � < ac. Åñëè ìû óâåëè÷èì ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð b
òàê, ÷òîáû îí ñòàë íåìíîãî áîëüøå a, òî ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
âîëíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìîìåíòîì èìïóëüñà L = �hbk0, èìåþùèå äåéñòâè-
òåëüíîå çíà÷åíèå ðàäèàëüíîãî èìïóëüñà ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êàê âíóò-
ðè, òàê è ñíàðóæè öèëèíäðà, íî ïîÿâëÿåòñÿ çàïðåùåííàÿ çîíà a < � < b â
êîòîðîé âîëíû ñ òàêèì óãëîâûì ìîìåíòîì íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ. Ïðè ýòîì
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëó÷è âíóòðè öèëèíäðà ïàäàþò íà ïîâåðõíîñòü ïîä óãëîì
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�t < arcsin (1=n), êîòîðûé â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîë-
íîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ. Âíóòðè öèëèíäðà ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå
âñå òàêèå ëó÷è, à òîëüêî òàêèå, êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿò ôàçó ïîñëå ìíî-
ãîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ, òî åñòü ìîäû ðåçîíàòîðà. Ïðè ýòîì sin �t = ac=a,
à èç ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ nk0ac = m. Ýòîé âíóòðåí-
íåé êàóñòèêå ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåå êàóñòèêà: b = acne=ni = m

nek0mq
, ãäå

k0mq îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-
äîé ìîäå ðåçîíàòîðà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå b. Èìåí-
íî íà ýòîì ðàññòîÿíèè òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü âîëíû, òóííåëèðóþùåé â
îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â îêðóæàþ-
ùåé ñðåäå è ïðîèñõîäèò èçëó÷åíèå òàê, ÷òî åìó ñîîòâåòñòâóåò êàóñòèêà b
(Ðèñ.2). Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ "ïðèíöèïîì ëîêàëèçàöèè"[2]. Âåðíî è
îáðàòíîå. ×òîáû âîçáóäèòü ìîäó â ðåçîíàòîðå ëó÷îì èç îêðóæàþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâî, íàäî ñôîêóñèðîâàòü åãî òàíãåíöèàëüíî ê âíåøíåé êàóñòèêå b. Íà
ïðàêòèêå, îäíàêî, òàêîé ñïîñîá ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî äëÿ î÷åíü
ìàëûõ ðåçîíàòîðîâ ñ ìàëîé èçëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòüþ, è äëÿ ìîä ó êî-
òîðûõ òàêàÿ âíåøíÿÿ êàóñòèêà b îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè
a. Â ðåàëüíûõ ðåçîíàòîðàõ ëèøü î÷åíü ìàëàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ìîäû, îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èçëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòè ïåðåêðûâàåòñÿ ñ âîçáóæäà-
þùèì ëó÷îì.

Òðåòèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå bn > a. Â ýòîì ñëó÷àå îáå êàóñòèêè
íàõîäÿòñÿ âíå öèëèíäðà è ìîäû â ðåçîíàòîðå íåâîçìîæíû.

1.2 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ âîëíû ïðè ïàäåíèè íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä
óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìàëèçìîì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ S [3, Ãë. 3]. Åñëè íà
îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó ïàäàþò âîëíû ñ àìïëèòóäàìè ai, òî â ëèíåéíîé ñèñòåìå
îíè áóäóò ñâÿçàíû ñ âûõîäÿùèìè èç ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå ïðåëîìëåíèÿ è
îòðàæåíèÿ âîëíàìè bi ñîîòíîøåíèåì b = Sa. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåëîìëåíèÿ è
îòðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü ìàòðèöó 2� 2 (Ðèñ. ??):

b1 = S11a1 + S12a2

b2 = S21a1 + S22a2 (5)

Ýòà ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå â âèäå:

b = Sa (6)

Åñëè íåò ïîòåðü, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

ja1j2 + ja2j2 = jb1j2 + jb2j2; (7)

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

a
+
a = b

+
b = a

+
S
+
Sa: (8)
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Âåðõíèé èíäåêñ '+' îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííóþ
ìàòðèöó S+ = S

�T . Ñëåäîâàòåëüíî,

a
+(I� S

+
S)a = 0; (9)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è çíà÷èò ìàòðèöà S äîëæíà áûòü óíèòàðíîé:

S
+
S = I (10)

èëè

S
+ = S

�1: (11)

Ïîêîìïîíåíòíî ðàñïèñûâàÿ óñëîâèå (11), ïîëó÷àåì:

jS11j2 + jS12j2 = jS22j2 + jS21j2 = 1

S21S
�

11 + S22S
�

12 = 0 (12)

Åñëè íà ðèñóíêå (??) âñå âîëíû a è b ïóñòèòü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ, òî âõîäíûìè ñèãíàëàìè ñòàíóò âîëíû b, à âûõîäíûìè � a.
Òàêîå îáðàùåíèå âðåìåíè ýêâèâàëåíòíî çàìåíå a! b

� è b! a
�. Ïðè ýòîì

ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ íå èçìåíèòñÿ:

a
� = Sb

� (13)

èëè

a = S
�
b (14)

Äîìíîæàÿ ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àåì:

b = [S�]�1a (15)

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ñ (11) è (6 è, ïîëó÷àåì, ÷òî

S
� = S

+; (16)

÷òî îçíà÷àåò òðåáîâàíèå ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû S, è çíà÷èò S12 = S21.
Âìåñòå ñ ýòèì íîâûì óñëîâèåì, ïîëó÷àþòñÿ òàêèå òðåáîâàíèÿ íà êîìïîíåí-
òû S:

S12 = S21

jS11j2 = jS22j2
jS11j2 + jS12j2 = 1

S12S
�

11 + S22S
�

12 = 0 (17)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå áåç ïîòåðü ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïîëíîñòüþ îïè-
ñûâàåòñÿ òðåìÿ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè.
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S =

� jS11jei r
p

1� jS11j2ei tp
1� jS11j2ei t jS11jei(2 t��� r)

�
(18)

C êîýôôèöèåíòàìè ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñâÿçàíû ýíåðãåòè÷åñêèå êîýô-
ôèöèåíòû îòðàæàòåëüíîé R = jS11j2 = jS22j2 è ïðîïóñêàòåëüíîé ñïîñîáíî-
ñòè T = jS12j2. Ïðè ýòîì R+ T = 1.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåðåñóåò ëèøü ïîâåäåíèå âîëíû âäàëè îò
ðàññåèâàòåëÿ, óäîáíî âûáðàòü âõîäíûå è âûõîäíûå ïîâåðõíîñòè, íå ñîâïà-
äàþùèå â îáùåì ñëó÷àå ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà, òàê, ÷òîáû ôàçîâûå óãëû
 r = � è  t = �=2. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïðèíèìàåò ïðîñòîé
âèä:

S =

� �R iT
iT �R

�
R2 + T 2 = 1: (19)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû R è T èìåþò ñìûñë àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ R2 = R, T 2 = T . Çíàê ìèíóñ ïåðåä R âûáðàí
òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëíîìó îòðàæåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
îò ìåòàëëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè � ïðè ýòîì ñóììàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëíû íà ãðàíèöå äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íîëü è
ñîîòâåòñòâîâàòü óçëó ñòîÿ÷åé âîëíû. Òàêîé âèä èìååò, â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà
ðàññåÿíèÿ äëÿ âîëíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà äèýëåêòðèêîâ ïðè
ïåðåõîäå èç îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé â îïòè÷åñêè ìåíåå ïëîòíóþ ñðåäó. Ïðè
ïåðåõîäå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
ïîëîæèòåëåí.

1.3 Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ëó÷åé íà ãðàíèöå ðàçäå-

ëà äâóõ ñðåä. Îáîáùåíèå ôîðìóë Ôðåíåëÿ

Â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ÌØÃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóï-
íîñòè ëó÷åé, îòðàæàþùèõñÿ îò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðè÷åñêîãî
ðåçîíàòîðà ïîä óãëîì áîëüøèì óãëà ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ. Àì-
ïëèòóäíûå êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ïëîñêîé âîëíû ïðè
åå ïàäåíèè íà ïëîñêóþ ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñëåäóþò èç èçâåñòíûõ
ôîðìóë Ôðåíåëÿ [4, ï.1.5]:

Er = RFEi =
Pni cos �i � nt cos �t
Pni cos �i + nt cos �t

Ei

Et = TFEi =
2
p
Pni cos �i

Pni cos �i + nt cos �t
Ei: (20)

Çäåñü Ei, Et, Er � àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ïà-
äàþùåé, ïðîøåäøåé è îòðàæåííîé âîëíå, �i, �r = �i, �t � óãëû ïàäåíèÿ,
îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ (Ðèñ. 1.3), ñîîòâåòñòâåííî, ïàäàþùåé, îòðàæåí-
íîé è ïðîøåäøåé âîëíû, ni è nt � ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ â äâóõ ñðåäàõ,
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Ðèñ. 2: Îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå ñâåòà îò ãðàíèöû ðàçäåëà

à P � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ïîëÿðèçàöèè âîëíû. Äëÿ âîëíû, ó êî-
òîðîé âåêòîð E ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ (ïîïåðå÷íîýëåêòðè÷å-
ñêàÿ TE-âîëíà) è ïàðàëëåëåí ãðàíèöå ðàçäåëà, P = 1. Äëÿ TM-âîëíû, ó êî-
òîðîé âåêòîð E ëåæèò â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ è íàïðàâëåí â ïåðâîé ñðåäå ïîä
óãëîì ïàäåíèÿ �i ê ãðàíèöå ðàçäåëà P = (nt=ni)

2. Óðàâíåíèÿ Ôðåíåëÿ ëåã-
êî ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïðîäîëüíûõ
êîìïîíåíò âåêòîðà E è ïîïåðå÷íûõ âåêòîðà D = n2E. Óãîë ïðåëîìëåíèÿ
�t ñâÿçàí ñ óãëîì ïàäåíèÿ çàêîíîì Ñíåëëÿ.

Êîýôôèöèåíò, ñâÿçûâàþùèé Er è Ei â ïåðâîé èç ôîðìóë Ôðåíåëÿ (20)
èìååò ñìûñë àìïëèòóäíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ S11, ïîñêîëüêó íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçûâàåò àìïëèòóäû ïîëÿ â ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëíå.
Ñâÿçü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ S12 ñî âòîðîé ôîðìóëîé Ôðåíåëÿ ìîæíî
óñòàíîâèòü èç âûðàæåíèé äëÿ ìîùíîñòè îïòè÷åñêîé âîëíû:

R = S11 =
Pni cos �i � nt cos �t
Pni cos �i + nt cos �t

T = S12 =

s
Re

�
ktz
kiz

�
Et
Ei

=

s
ntRe[cos �t]

ni cos �i
TF =

2
p
Pnint cos �iRe[cos �t]

Pni cos �i + nt cos �t

(21)

1.3.1 Ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå

Ïðè ïåðåõîäå èç áîëåå îïòè÷åñêè ïëîòíóþ â ìåíåå îïòè÷åñêè ïëîòíóþ ñðå-
äó (ni > nt) óãîë ïðåëîìëåíèÿ îñòàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ëèøü ïðè óãëàõ
ïàäåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ sin �i < ni=nt. Ïðè óãëàõ áîëüøèõ ýòî-
ãî êðèòè÷åñêîãî óãëà, íàçûâàåìîãî óãëîì ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ,
óãîë ïðåëîìëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíûì (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàâíà
�=2), åãî êîñèíóñ cos �i =

p
1� (sin �ini=nt)2, à çíà÷èò è ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ktz = ntk0 cos �t ñòàíîâÿòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî âîëíà âî âòîðîé ñðåäå / exp[�ik0n2 cos �2] ïðåâðàùàåòñÿ â çà-
òóõàþùóþ / exp[�k0

q
n2i sin

2 �i � n2t ] è íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè. Ïðè ýòîì ìîäóëü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R èR = jRj2 îáðàùàþòñÿ â
1, à êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ T = 0. Ïîëå âî âòîðîé ñðåäå, îïðåäåëÿåìîå
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âòîðîé èç ôîðìóë Ôðåíåëÿ (20) íå îáðàùàåòñÿ íà ãðàíèöå â íóëü êàê ðàç
èç-çà íàëè÷èÿ òàêîé çàòóõàþùåé âîëíû. Ýòîò ýôôåêò âûïàäàþùåãî ïîëÿ
ïðè ïîëíîì âíóòðåííåì îòðàæåíèè, èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â ñâîéñòâàõ
ìîä øåï÷óùåé ãàëåðåè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñâÿçûâàòüñÿ ñ òàêèìè ìîäàìè
è îòâåòñòâåíåí çà âçàèìîäåéñòâèå ìîä ñ îêðóæàþùåé ðåçîíàòîð ñðåäîé.

Ïðè ïîëíîì âíóòðåííåì îòðàæåíèè îò ãðàíèöû ðàçäåëà äèýëåêòðèêîâ
âîëíà ïðîíèêàåò âî âòîðóþ ñðåäó, è ýòî ïðîíèêíîâåíèå ìîæíî îïèñàòü â ëó-
÷åâîì ïðèáëèæåíèè, ââîäÿ âîîáðàæàåìóþ çåðêàëüíóþ ãðàíèöó îòñòîÿùóþ
íà ðàññòîÿíèå �r îò ðåàëüíîé ãðàíèöû (Ðèñ. 1.3). Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ (21), ïîëàãàÿ, ÷òî äî-
ïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû â êîýôôèöèåíòå ðàçëîæåíèÿ âûçâàí ïðîõîæäå-
íèåì ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïóòè. Äëÿ ïî÷òè ñêîëüçÿùèõ óãëîâ ïàäåíèÿ â
ìîäàõ øåï÷óùåé ãàëåðåè, êîãäà âåëè÷èíà cos �i ìàëà, ðàñêëàäûâàÿ ïî íåé
âûðàæåíèÿ Ôðåíåëÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü:

S11 = ei�r =
Pni cos �i � i

q
n2i sin

2 �i � n2t

Pni cos �i + i
q
n2i sin

2 �i � n2t

;

�r = 2arctg
Pn cos �ip
n2 sin2 �i � 1

' 2Pnp
n2 � 1

cos �i +
Pn3(3� 2P 2)

3(n2 � 1)3=2
cos3 �i (22)

+
Pn5(15� 20P 2 + 8P 4)

20(n2 � 1)5=2
cos5 �i +O(cos7 �i);

ãäå n = ni=nt. Ëó÷è âåäóò ñåáÿ òàê, êàê åñëè áû îíè îòðàæàëèñü áåç ñìå-
ùåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè, îòñòîÿùåé îò ðåàëüíîé ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèå
�r = �r=(2kn cos �i) (Ðèñ.3).

�r =
�r

2k0n cos �
= k�10

�
P

(n2 � 1)1=2
+
Pn2(3� 2P 2)

6(n2 � 1)3=2
cos2 �i

+
Pn4(15� 20P 2 + 8P 4)

40(n2 � 1)5=2
cos4 �i +O(cos6 �i)

�
: (23)

Áëàãîäàðÿ òîé æå ïðè÷èíå ïðîèñõîäèò ïîïåðå÷íûé ýôôåêòèâíûé ñäâèã îò-
ðàæåííîé âîëíû �p = 2�r sin �i � ýòîò ýôôåêò èçâåñòåí, êàê ýôôåêò Ãóñà-
Õåíõåíà [5] è ìîæåò áûòü âåñüìà âåëèê äëÿ ñêîëüçÿùèõ óãëîâ. Ïîëíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ñäâèãà ïó÷êà êîíå÷íîé àïïåðòóðû ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ðàñ÷åòà èíòåðôåðåíöèè âñåõ îòðàæåííûõ âîëí ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîãî ïó÷-
êà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðåçîíà-
òîðà ñ ïðîñòûìè íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî è íà äèýëåêòðè÷åñêèé
ðåçîíàòîð ñ ìîäàìè TE è TM . Äëÿ ýòîãî â ðåøåíèå íóæíî ïîäñòàâèòü ðàç-
ìåð ðåçîíàòîðà ~a = a+�r, óâåëè÷åííûé íà âåëè÷èíó �r. Òàê, èç íàéäåííîé
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ðàíåå ìåòîäîì ýéêîíàëà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñôåðîèäà
ñëåäóåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

nk0a = nk0~a� nk0�r = `� �q

�
`

2

�1=3

+
2p(a� b) + a

2b
� Pnp

n2 � 1
+

3�2q
20

�
`

2

�
�1=3

��q
12

�
2p(a3 � b3) + a3

b3
+

2n3P (2P 2 � 3)

(n2 � 1)3=2

��
`

2

�
�2=3

+O(`�1); (24)

ãäå èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåíèå cos �i =
p

1� `2=(nk�a) ' p��q(`=2)�1=3.

1.4 Îòðàæåíèå îò èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòè

Ïðè ïàäåíèè ëó÷à íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ïîä óãëîì áîëüøå ïîë-
íîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ îòðàæåíèå áóäåò ïî÷òè ïîëíûì. Ïî÷òè, ïî-
òîìó ÷òî â óãëîâîì ñïåêòðå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïó÷êà, íàïðèìåð ãàóñ-
ñîâà, âñåãäà íàéäóòñÿ ïëîñêèå âîëíû ñ ìàëûìè óãëàìè ïàäåíèÿ. Îäíà-
êî, åñëè ïîâåðõíîñòü âûïóêëàÿ ñ âíåøíåé ñòîðîíû, îòðàæåíèå íå áóäåò
ïîëíûì óæå ïî äðóãîé ïðè÷èíå (Ðèñ. 1.4). Ýòó ïðè÷èíó ëåãêî ïîíÿòü, à
ýôôåêò îöåíèòü èç ïðîñòûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Âûïàäàþùåå ïîëå
âîëíû äâèæåòñÿ âäîëü èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòè ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû rcv ñ
òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ vt = !=kt = c=(ni sin �i) (c � ñêîðîñòü ñâåòà âî
âíåøíåé ñðåäå) è ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè ôàçîâûå ôðîíòû äâèãàþò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî íà ðàññòîÿíèè �t = rcvc=vt =
rcvn sin �i îò öåíòðà êðèâèçíû ýòà ñêîðîñòü ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâå-
òà è "õâîñò"âûïàäàþùåãî ïîëÿ, äîøåäøèé äî ýòîé ãðàíèöû èçëó÷àåòñÿ ïî
êàñàòåëüíîé è íå ìîæåò âåðíóòüñÿ ïîýòîìó íàçàä â ïåðâóþ ñðåäó [6]. Â îò-
ëè÷èå îò îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè, óáûâàíèå âûïàäàþùåãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò
íå ïî ýêñïîíåíòå, íî è ýòî ðàñïðåäåëåíèå ëåãêî íàéòè. Îíî ïðîèñõîäèò ïî
çàêîíó E = Ei�F exp[i

R
k�(�)d�], ãäå

k�(�) =

s
k2 �

�
ktrcv
�

�2

= ik

s�
rcvn sin �i

�

�2

� 1 (25)

Êàê âèäíî, íà ðàññòîÿíèè �t çàòóõàíèå ïðåêðàùàåòñÿ è k� èç ìíèìîãî ñòàíî-
âèòñÿ äåéñòâèòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, áåðÿ èíòåãðàë, ìû ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

T = jTF j2
p
n2 sin2 �i � 1

n cos �i
exp

2
4�2k Z �r

rcv

s�
rcvn sin �i

�

�2

� 1 d�

3
5

=
4nP cos �i

p
n2 sin2 �i � 1

n2 � 1� n2(1� P 2) cos2 �i
e�2	(�i)

	(�i) = krcv

�
n sin �i arccosh (n sin �i)�

q
n2 sin2 �i � 1

�
: (26)
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Ðèñ. 3: Íàðóøåííîå ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå îò âûïóêëîé ãðàíèöû è
ôèêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü

1.5 Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è äîáðîòíîñòè ïðîèçâîëüíûõ

òåë âðàùåíèÿ

×òîáû îöåíèòü ñîáñòâåííóþ äîáðîòíîñòü ìîä òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè â êâà-
çèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, íóæíî ó÷åñòü ïîòåðè âíóòðåííèõ ëó÷åé ïðè
êàæäîì îòðàæåíèè îò ïîâåðõíîñòè ðåçîíàòîðà. Äîáðîòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîñòûì âûðàæåíèåì [7]:

Q =
2�n

��
; (27)

ãäå � ñîîòâåòñòâóåò ïîòåðÿì íà åäèíèöó äëèíû ïóòè ëó÷à.
Ïóòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíîæåñòâî îòðåçêîâ ëîìàíîé, äëèíà êàæ-

äîãî èç êîòîðûõ Ln = 2rcv cos �, ãäå rcv � ðàäèóñ êðèâèçíû ãåîäåçè÷åñêîé
êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ïîòåðè ýíåðãèè ïðè îòðàæåíèè íà äàííîì îò-
ðåçêå ïóòè ðàâíû T (�) è �n = T (�; rcv)=Ln. Óñðåäíÿÿ �n ïî îäíîìó âèòêó
ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé, êàñàþùåéñÿ âåðõíåãî êàóñòè÷åñêîãî êîíóñà íà ðàñ-
ñòîÿíèè zm îò ýêâàòîðà, ñïóñêàþùåãîñÿ âíèç äî íèæíåãî êàóñòè÷åñêîãî
êîíóñà �zm è âîçâðàùàþùåãîñÿ íàçàä (ñì. Ëåêöèþ 7), ïîëó÷èì ïîëíûå
ïîòåðè:

Q =
2�nLg
�

�I T (�)
2rcv(�) cos �

dl

�
�1

=
2�nLg
�

�Z zm

�zm

T (�)
rcv(�) cos �

dl

dz
dz

�
�1

:(28)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè äîáðîòíîñòè â ïðîèçâîëü-
íûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðàõ ñ ìîäàìè òèïà øåï÷óùåé ãàëåðåè, ïðè-
÷åì íå òîëüêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòè, íî è äëÿ ðàñ÷å-
òà ïîòåðü íà ðàññåÿíèå è ïîãëîùåíèå íà ïîâåðõíîñòè. Ïîòåðè íà èçëó÷åíèå
ïðè îòðàæåíèè îò èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòè áûëè íàéäåíû âûøå, èõ ìîæ-
íî òàêæå ïîëó÷èòü, ðåøàÿ ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â öèëèíäðå, êîãäà rcv = a è
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cos �0 =
p

1�m2=(kna)2 ' p��q(m=2)�1=3 ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ìîäû:

T0 = 4�na cos �0
�Q0

: (29)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèé Äåáàÿ äëÿ ôóíêöèé Íåéìàíà â âûðàæå-
íèè äëÿ èçëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòè, ïîëó÷åííîì èç òî÷íîãî óðàâíåíèÿ ñôå-
ðû, ïîëó÷àåòñÿ òî æå ñàìîå âûðàæåíèå (26).

Çàäàíèå 8.1 Ïîñòðîéòå è ñðàâíèòå çàâèñèìîñòü T (�i) 1) èç ôîðìóë
Ôðåíåëÿ ïðè îòðàæåíèè îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè; 2 äëÿ èçîãíóòîé ïî-
âåðõíîñòè äëÿ TE è TM ìîä â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (26), 3) ïðè-
áëèæåíèè (29) âìåñòå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ äîáðîòíîñòè ÷å-
ðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè â Ëåêöèè 4. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ïîëîæèòå m = 100,
n = 1:457.

Ïðîèçâîëüíóþ ïîâåðõíîñòü òåëà âðàùåíèÿ ÷àñòî ìîæíî àïïðîêñèìèðî-
âàòü ýêâèâàëåíòíûì ñôåðîèäîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïîëå ìîä òèïà
øåï÷óùåé ãàëåðåè ñîñðåäîòî÷åíî îêîëî ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè, âáëèçè
ïîâåðõíîñòè ðåçîíàòîðà è èñïîëüçîâàòü íàïðÿìóþ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Ìîæíî ïîñòðîèòü òàêæå áîëåå îáùóþ òåîðèþ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíî-
ãî âûïóêëîãî òåëà âðàùåíèÿ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñåìåéñòâà êàóñòè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòåé. Ïåðâîå ñåìåéñòâî êàóñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî íàéòè,
ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì [8]:

�c(s) ' �1

2

2r1=3cv (s) +O(
4)

cos �i(s) = 
r�1=3cv (s); (30)

ãäå �c(s) � íîðìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè s íà ïîâåðõíîñòè òåëà äî êà-
óñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 
 � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà, rcv � ðàäèóñ êðèâèçíû
ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé (êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ëó÷à), à cos �i � óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à â òî÷êå s. Åñëè íàéäåíà êàó-
ñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè êàê
� = g(z), òî ìîæíî íàéòè è âòîðîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, çàäàííûõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêè êàê h(z) è îðòîãîíàëüíûõ ê ëþáîé ïîâåðõíîñòè èç ïåðâîãî
ñåìåéñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ P . Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

d�

dz
=

�c
p

1 + g02

g(z)
p
g2(z)� �2c

; (31)

ãäå �c = g(zm) � ðàäèóñ îêðóæíîñòè íà êàóñòèêå íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòî-
ÿíèè îò ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè. Äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé ó÷àñòêà:

ds =
g
p

1 + g02p
g2 � �2c

dz: (32)
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Äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè �1 è �2:

Lg1 = 2

zmZ
�zm

g
p

1 + g02p
g2 � �2c

dz: (33)

Äëèíà äóãè îò �0 = 0 äî �c = 2
R �c
��c

d�
dudu: L

g
2 = �c�c.

Lg2 = 2

zmZ
�zm

�2c
p

1 + g02

g
p
g2 � �2c

dz: (34)

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

nk(Lg1 � Lg2) = 2nk

zmZ
�zm

p
1 + g02

p
g2 � �2c

g
dz

= 2�(p+ 1=2): (35)

Òî÷íî òàêæå, äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé íà êàóñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè äðó-
ãîãî ñåìåéñòâà � = h(z) ïîëó÷èì:

nk(Lh1 � Lh2 ) = 2nk

z0Z
zc

p
1 + h02

p
h2 � �2c

h(z)
dz

= 2�(q � 1=4): (36)

Òðåòüå óñëîâèå:
2�nk�c = 2�jmj: (37)

Äëÿ ñôåðîèäàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà òîé, ÷òî
áûëà ïîëó÷åíà â ïðåäûäóùåé ëåêöèè äëÿ ñôåðîèäà.

Äîáðîòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè èçâåñòíî T (�), èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèÿ:

rcv =
jr0j3

jr0 � r00j =
�3(1 + �02)3=2

�2m(1 + �02)� ��00(�2 � �2m)

dl

dz
=

�(z)
p

1 + �0(z)2p
�2(z)� �2m

Lg = 4

Z zm

0

�(z)
p

1 + �0(z)2p
�2(z)� �2m

dz

cos(�) '
p

2�c=rcv; (38)

ãäå �m = �(zm) � ðàññòîÿíèå îò îñè z äî íàèâûñøåé òî÷êè ãåîäåçè÷åñêîé
êðèâîé, �c � íîðìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè äî êàóñòè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè.

11



Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîòåðü ïðè îäíîêðàòíîì îòðà-
æåíèè îò èçîãíóòîé ïîâåðõíîñòè, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé èç-
ëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòè ñôåðîèäà:

rcv = a
(1 + z2(a2 � b2)=b4)3=2

1 + z2m(a2 � b2)=b4
' a

�
1� a2 � b2

b2
�2c +

3

2

a2 � b2

b4
z2
�

�c ' �0
b2

2a

�
1 +

a2 � b2

2b4
z2
�

cos � ' p��q
�
l

2

�
�1=3�

1 +
a2 � b2

2b2
�2c �

a2 � b2

2b4
z2
�

Lg ' 2�b+
�

2

a2 � b2

b
�2c :

(39)

Ïîäñòàâëÿÿ z = �c cos , ïîëó÷èì:

Q ' �
p
n2 � 1l

4Pn

"Z �=2

0

e�2	( )d 

#
�1

'
p
n2 � 1l

2Pn
e2 0

e 1

I0( 1)

	0 = nka

�
1� (2p+ 1)a(a2 � b2)

lb3

�

�
�
arccosh(n)

�
1 +

�q
2

� l
2

�
�2=3

�
�
p

1� 1=n2
�

	1 = 	0
3(2p+ 1)a(a2 � b2)

2b3l
: (40)

Íà ðèñóíêå (ðèñ.3) ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èçëó÷àòåëüíîé äîáðîòíîñòè
îò ïàðàìåòðà ñïëþñíóòîñòè ñôåðîèäà äëÿ TE è TM ìîäû ïðè l = m = 100
(ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîäà) è l = 100; m = 98. Ñïëþcíóòîñòü f = 0 (a = b)
ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîé ñôåðå.

Çàäàíèå 8.1 Ðàññ÷èòàéòå äîáðîòíîñòü ñôåðîèäà, âûçâàííóþ ðàññåÿ-
íèåì íà ïîâåðõíîñòíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ, åñëè äîáðîòíîñòü ñôåðû, îáó-
ñëîâëåííàÿ òåìè æå ïîòåðÿìè ïðè ñðåäíåì ðàçìåðå íåîäíîðîäíîñòåé � è
äëèíå êîððåëÿöèè B èìååò âèä [9]:

Qss =
3�3a

8n�B2�2
: (41)
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